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La historia de Marta - El teorema de “Turtle Total Trip”
El mensaje de Marta
Hace un par de años, recibí el siguiente mensaje de Marta, una alumna de mi escuela primaria.
Les escribo porque he tratado de reflexionar sobre algunos temas, utilizando el Logo, y he desarrollado un breve recorrido con algunos "ejercicios creativos", como los llamé, posiblemente para ser realizados con niños, basados en la operación de repetición de elementos para formar nuevas imágenes. Me inspiré en el libro de Munari1, "Fantasía"; ¡qué bonito! A partir de ahí, desarrollé algunas reflexiones, incluso de carácter geométrico, que, debo ser sincero, me volvieron un poco "loco"; recogí algunas hipótesis y datos y, aunque no llegué a ninguna conclusión definitiva, encontré sin embargo algunos aspectos interesantes sobre los que quizás podría reflexionar.
1] Bruno Munari, Fantasía, Laterza, Bari, 1977.
Bruno Munari fue un autor famoso en el siglo XX en Italia en el diseño gráfico. Aportó contribuciones destacadas a las artes visuales, el diseño industrial, la escultura, la pintura, la literatura, el cine y el arte concreto.
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Prólogo
Vale la pena empezar con el prólogo original de Marta:
Nuestro viaje parte de la lectura de un hermoso texto de Bruno Munari, Fantasía. El texto es un elogio a la fantasía. Según Munari, una persona culta sin imaginación es como un diccionario, lleno de palabras pero sin poesía. Uno de los dispositivos mentales implicados en la fantasía, consiste en la repetición de unidades, sin variaciones. ¿Qué pasa si repetimos algunos objetos una y otra vez? Intentamos dar una respuesta, utilizando el Logo y explotando su gran potencial gráfico: "A Logo la precisión técnica, a nosotros la experimentación, la reflexión.... y la diversión! El viaje no se limita a dar libre fantasía, sino que también da lugar a algunas reflexiones geométricas y aritméticas, a través del método inductivo y según un enfoque científico (observación-hipótesis-verificación). Se supone que trabaja con una clase de niños de primaria.
 
Primer paso: la casa
El trabajo comienza con uno de los ejercicios básicos que habitualmente proponemos en el laboratorio: el dibujo de una casa compuesta por un rectángulo y un triángulo.
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Conseguir un pueblo
Intente borrar el primer comando CLEARSCREEN, luego inicie el programa de nuevo y agin. Luego, si voy y arrastro el dibujo, descubro que las casas se superponen, arrastrándolas de aquí para allá, ¡tenemos una aldea!
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Ejecutar repetidamente y arrastrar los resultados....
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¿Una estrella? ¿O una flor?
Ahora vamos a deshacernos del comando HOME, también, y ejecutar el código repetidamente....
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¿Qué es esto? ¿Qué es esto? Alguien verá una estrella aquí, alguien más una flor....
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Una curiosidad desbordante... ¿un cohete?
Aquí la curiosidad de Marta es desbordante: ¿y si añadimos un giro arbitrario final, después de cada dibujo de casa?
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]
Aquí Marta decidió elegir como parámetro principal el ángulo de giro final expresado con respecto a la vertical.
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Exagerando... el sol....
Luego, entre otras variaciones, trató de exagerar, porque a los niños les gusta hacerlo....
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]
¡Un sol!
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La conjetura de Marta
Al jugar con estos códigos, tarde o temprano, descubres que después de un cierto número de repeticiones, la figura está terminada y, si sigues aumentando las iteraciones, la tortuga simplemente repetirá el mismo dibujo una y otra vez. Marta observó que el número de iteraciones requeridas para completar la figura dependía del turno final añadido al final de cada dibujo de la casa, y construyó la siguiente tabla:
	Giro final (expresado con respecto a la dirección vertical)
	Número de ieraciones necesarias para completar la figura

	15
	24

	30
	12

	60
	3

	70
	36

	100
	9

	120
	6

	240
	6


Y ella concluyó:
"Desafortunadamente, no parece que surja ninguna relación. . . . Ahora detente y reflexiona un momento... ¿Podríamos hacer otras suposiciones?"
 
Una primera solución eurística
La primera respuesta que le dimos a Marta fue eurística:

 
donde [image: N] es el número requerido de iteraciones, [image: \theta] es el ángulo de giro final con respecto a la vertical y "mod" es la operación módulo, que da el resto de la división entre los dos operandos, [image: \theta] un 60 aquí. Eurístico significa un enfoque de la resolución de problemas que emplea un método práctico, no garantizado como óptimo, perfecto, lógico o racional, sino suficiente para alcanzar un objetivo inmediato. Sólo funciona para los casos que tuvo que resolver, pero sin el sustento de una teoría general subyacente, es decir, sin un verdadero conocimiento del fenómeno.
Más tarde, descubrimos otros casos que requerían cambiar esta fórmula, para incluirlos en la solución. La expresión se hizo más general, pero no se lograron avances significativos en la comprensión.
 
Una solución numérica
En un curso sucesivo, otro estudiante propuso aplicar una solución numérica, es decir:
¿por qué no dejar que la tortuga reconozca su estado inicial por sí misma?
La idea era correcta, desde un punto de vista lógico porque, si después de cierto número de iteraciones la tortuga asume el mismo estado que tenía al principio, a partir de ese momento no puede hacer otra cosa que repetir el mismo patrón. Aplicamos este enfoque probando insturcciones como la siguiente:
SI POS = P_START Y DIR = D_START [ STOP ]
Desde el punto de vista práctico, el enfoque no fue impecable, porque al comparar los números digitales producidos en cálculos largos puede haber errores de redondeo que requieren la aplicación de algunos trucos. Y, en todo caso, no ganamos nada con el conocimiento del fenómeno.
 
¿La solución matemática?
La respuesta a la conjetura de Marta se encuentra en el primer capítulo de Turtle Geometry (p. 4-54). La solución matemática a los problemas está hecha de teoremas y los teoremas tienen que ser probados. Esto no es fácil, es el trabajo del matemático. Pero no es necesario que sigamos todos los pasajes porque los conceptos pueden ser entendidos reuniendo las declaraciones de los teoremas relevantes. Si algunos lectores quieren profundizar en este tema, pueden consultar el capítulo anterior. Estaré encantado de compartir con ellos las partes relevantes de esta publicación.
En primer lugar, no debemos tomar uno de los objetos matemáticos básicos de la geometría de las tortugas, el procedimiento POLY:
TO POLY SIDE ANGLEREPEAT
[
FORWARD SIDERIGHT
 ANGLE
]
Ya hemos visto esta construcción varias veces. Ahora nos vamos a dar cuenta de que es realmente un objeto fundamental. Se llama POLY, porque es la construcción básica para dibujar polígonos regulares. Pero, tan pronto como empezamos a jugar libremente con los parámetros SIDE y ANGLE, descubrimos formas asombrosas.
 
El teorema del camino cerrado

El total de vueltas a lo largo de cualquier trayectoria cerrada es un múltiplo entero de 360°.
donde el múltiplo entero se denomina "número de rotación" del trayecto cerrado
Conviene precisar que, aquí y en lo sucesivo, por cierre no se entiende sólo llegar al punto de partida, sino también llegar allí con la misma dirección inicial. Es decir, nos referimos a alcanzar el mismo estado.
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El teorema de la vía simple cerrada
 
El giro total en una trayectoria cerrada simple es de 360° (a la derecha o a la izquierda). Es decir, el número de rotación de cualquier trayectoria cerrada simple es [image: \pm]1
 
Por simple cerrado entendemos un camino que nunca se cruza, aunque sea muy complejo. Esta es la formulación que usualmente se cita como teorema del Viaje Total de la Tortuga. Es útil tener en cuenta cuando se dibujan polígonos regulares, por ejemplo.
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Teorema de cierre POLY
 
Una trayectoria trazada por el procedimiento POLY se cerrará precisamente cuando el giro total alcance un múltiplo de 360°.
 
Basta con ejecutar el código POLY, cambiando los parámetros SIDE y ANGLE. Intente también fijar pequeños valores de repetición en la sentencia REPEAT y auméntelos progresivamente, observe lo que sucede y reflexione sobre ello. Reportamos aquí el código POLY por conveniencia.
TO POLY SIDE ANGLEREPEAT
[
FORWARD SIDERIGHT
 ANGLE
]
 
 
El lema en bucle
 
Cualquier programa que sea sólo una repetición de un bucle básico de instrucciones de tortuga tiene precisamente la estructura de POLY con una entrada de ángulo igual a T, el giro total en el bucle.
 
Este es un resultado muy importante porque permite vincular los teoremas anteriores a la conjetura de Marta, abriendo así el camino a su solución. El dibujo de la casa más la rotación final utilizada por Marta en sus exploraciones constituye un "bucle básico de instrucciones de la tortuga" y, como tal, tendrá un valor T de giro total. Este lema establece que esto será equivalente a un programa POLY donde ANGLE=T, es decir
 
AL
 TREPEAT DEL LADO DEL POLÍGRAFO
[
FORWARD SIDERIGHT
 T
]
 
Entonces enfoquémonos en POLY
Si n es el número de iteraciones en POLY y A es el ángulo de entrada, el teorema de cierre de POLY dice que POLY se hace cuando la tortuga ha girado un múltiplo de 360°, es decir, cuando n vueltas de A cada una es un múltiplo de 360°:
[image: https://latex.federica.eu/mathtex.cgi?nA=360R]
donde R es el número de rotación que hemos definido en la diapositiva 13. Reescribimos aquí el código de POLY con A para ANGULO y nombrando N el número de repeticiones.
 
TO POLY SIDE
 AREPEAT N[
FORWARD SIDERIGHT
 A
]
El lector notará que no se ha dicho nada sobre SIDE. En realidad, SIDE no juega ningún papel significativo en la forma de la figura. Sólo determina su escala. Pruebe....
 
Hacia la respuesta a la conjetura de Marta
Con la ecuación[image: nA=360R], que define un múltiplo común de A y 360, no cuenta toda la historia. R y n no son un número entero cualquiera que satisface la ecuación; son los más pequeños (positivos) que lo hacen, correspondiendo a la primera vez que el cambio de rumbo alcanza un múltiplo de 360. Es por eso que el número [image: na=360R] se llama el múltiplo menos común de A y 360, denotado[image: \mathbf{LCM}(A,360)].
 
Por lo tanto, el número de iteraciones necesarias para cerrar la cifra viene dado por
[image: https://latex.federica.eu/mathtex.cgi?n=\frac%7b\mathbf%7bLCM%7d(A,360)%7d%7bA%7d]
y el número de rotación viene dado por
[image: https://latex.federica.eu/mathtex.cgi?R=\frac%7b\mathbf%7bLCM%7d(A,360)%7d%7b360%7d]
 
 
La respuesta a la conjetura de Marta
En este punto, al juntar este último resultado que es válido para los programas de POLY y el lema de bucle (diapositiva 16) que asocia bucles genéricos de comandos de tortuga, como el de las exploraciones de Marta, y los procedimientos de POLY, tenemos la respuesta a nuestra pregunta, dado que T es el giro total a lo largo del camino:
[image: https://latex.federica.eu/mathtex.cgi?n=\frac%7b\mathbf%7bLCM%7d(T,360)%7d%7bT%7d]
La respuesta que hemos de dar a Marta es justamente eso. Y, lo que es importante, esta respuesta es válida para cualquier combinación de los parámetros. Es la respuesta matemática.
Para aplicar esta fórmula tenemos que calcular el giro total T. El giro total para dibujar una casa simple, como en la diapositiva 4 (volvemos a poner aquí la cifra), es igual a 510°. Entonces, cuando tengas que añadir el último turno a este número. Por ejemplo, para el caso de la diapositiva 7 tenemos 510 + 45 = 555°.
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Escribir un código para calcular el número de iteraciones
El Múltiple Mínimo Común (MCM) y el Divisor Más Grande Común (DPC) pueden calcularse de muchas maneras. Acabamos de elegir el más práctico en esta circunstancia. Los detalles sobre estos algoritmos están fuera de lugar aquí. Es suficiente saber que el MCV puede calcularse directamente, mientras que el DPC requiere un método de aproximación sucesiva. En realidad, esta complejidad se encuentra en el hecho de que el DPC que vamos a utilizar es un procedimiento recursivo. Por otro lado, el MSC es directo pero requiere el conocimiento del DPC. Así, en el código encontrará primero GCD, luego LCM y finalmente el procedimiento principal. Este puede ser llamado de la siguiente manera:
PRINT NITER FINAL_TURN
o
N = NITER FINAL_TURN
donde FINAL_TURN es el último turno de Marta, después de haber dibujado una sola casa.
Hay algo nuevo aquí, en lo que se refiere al uso de los comandos de LibreLogo. Centrémonos en la siguiente construcción: N = NITER FINAL_TURN. NITER es el nombre del procedimiento, FINAL_TURN es el argumento que necesita el procedimiento. Pero, ¿qué significa escribir N = NITER...? Aquí estamos usando otras posibles características de los procedimientos, que es devolver algún resultado numérico, en este caso el número de iteraciones. Este efecto se puede conseguir, insertando al final del procedimiento algo así como OUTPUT N, donde N se calculó de alguna manera en las instrucciones anteriores de NITER. Veamos el código en la siguiente diapositiva.
 
Un código LibreLogo para obtener la solución
A GCD A B
GLOBAL R
IF B = 0 [ R=A STOP ][ C=A%B GCD B C ]
FIN
 
A LCM A B
GLOBAL R, L
GCD A B
L = A*B/R
FIN
 
TO NITER FINAL_TURN
T = 90+90+90+90+90+30+120+30+FINAL_TURN
LCM 360 T
N = L/T
SALIDA N
FIN
 
IMPRIMIR NÚMERO 30
 
Cálculo de la rotación total en el código anterior
En el procedimiento NITER calculamos el total del giro T de la siguiente manera:
T = 90+90+90+90+90+30+120+30+FINAL_TURN
Los plazos de la suma 90+90+90+90+90+30+120 son las sucesivas desviaciones necesarias para construir la casa (ver figura). El último término es porque usamos la convención de usar la desviación final espresse con respecto a la vertical, para que podamos calcular directamente los valores de la tabla de Marta (diapositiva 9). Si prefiere utilizar el valor de la desviación final, este es simplemente dado por FINAL_TURN + 30 - usted puede cambiar fácilmente el código.
 
Recapitulación
Aquellos que se sienten incómodos con las matemáticas pueden encontrar la segunda parte de esta lección un poco rara. Tratemos de retomar los puntos básicos.
 
1. Primero, informamos sobre la exploración de Marta, lo que la llevó a formular una conjetura significativa.
2. Esbozamos una solución heurística.
3. Luego una numérica.
4. Definimos lo que es un objeto POLY, es decir, un tipo específico de procedimiento.
5. El teorema del camino cerrado nos dio el marco general dentro del cual podíamos buscar la respuesta a la conjetura de Marta.
6. El teorema del camino cerrado simple fue un caso particular útil para los caminos que no se cruzan.
7. El teorema de cierre de POLY nos permitió aplicar el teorema del camino cerrado a las cifras generadas por POLY.
8. El lema en bucle nos permitió reconocer la relación entre las figuras de Marta y los objetos POLY, lo que nos llevó a la fórmula de solución.
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