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Empezando a dar vueltas y vueltas... al cometa Halley.
La dimensión vertical del Logotipo
En esta lección vamos a conectar un piso bastante bajo con un techo bastante alto. Empezaremos con actividades para niños de 7-8 años, terminando con la integración de las ecuaciones diferenciales de Newton y el cálculo de las órbitas de los cuerpos celestes. En contextos aparentemente muy diferentes, trataremos de mostrar cómo comparten la misma perspectiva matemática básica.
Seymour Papert explicó eficazmente cómo es posible que los niños que trabajan con el Logo estén expuestos a poderosas ideas matemáticas. Invitamos al lector a leer cuidadosamente las siguientes tres diapositivas.
 
Jugar a la tortuga
La meta de las primeras experiencias de los niños en el ambiente de aprendizaje de las Tortugas no es aprender reglas formales sino desarrollar una comprensión de la manera en que se mueven en el espacio. Estos conocimientos se describen en TURTLE TALK y por lo tanto se convierten en "programas" o "procedimientos" o "ecuaciones diferenciales" para la Tortuga.
Observemos de cerca cómo un niño, que ya ha aprendido a mover la Tortuga en líneas rectas para dibujar cuadrados, triángulos y rectángulos, puede aprender a programarla para dibujar un círculo.
Imaginemos, pues, como he visto cientos de veces, a un niño que exige: ¿Cómo puedo hacer que la Tortuga dibuje un círculo? El instructor en un entorno LOGO no proporciona respuestas a tales preguntas, sino que introduce al niño en un método para resolver no sólo este problema, sino también una gran clase de otros.
Este método se resume en la frase "jugar a la tortuga". Se anima al niño a que mueva su cuerpo ya que la Tortuga en la pantalla debe moverse para hacer el patrón deseado.
 
A MI CÍRCULO REPITA [ ADELANTE 1 DERECHA 1 ] FIN
Para el niño que quería hacer un círculo, moverse en un círculo puede llevar a una descripción como: "Cuando caminas en círculo das un pequeño paso adelante y giras un poco. Y sigues haciéndolo". De esta descripción es sólo un pequeño paso hacia un programa formal de Tortugas.
 
A MI CÍRCULO REPITA [ ADELANTE 1 DERECHA 1 ] FIN
 
Otro niño, quizás menos experimentado en programación simple y en la heurística de "jugar a las tortugas", podría necesitar ayuda. Pero la ayuda no consistiría principalmente en enseñar al niño cómo programar el círculo de la Tortuga, sino en enseñarle un método, un procedimiento heurístico. Este método (que incluye el consejo resumido como "play Turtle") intenta establecer una conexión firme entre la actividad personal y la creación de conocimiento formal.
 
Aprendizaje sintónico
El incidente del círculo de tortugas ilustra el aprendizaje sintónico. Este término se toma prestado de la psicología clínica y puede ser contrastado con el aprendizaje disociado ya discutido. Algunas veces el término se usa con calificativos que se refieren a tipos de sintonía.
Por ejemplo, el Círculo de la Tortuga es sintónico en el sentido de que el círculo está firmemente relacionado con el sentido y conocimiento de los niños sobre sus propios cuerpos. O es sintónico del ego en el sentido de que es coherente con el sentido que los niños tienen de sí mismos como personas con intenciones, metas, deseos, gustos y disgustos.
Un niño que dibuja un círculo de Tortuga quiere dibujarlo; hacerlo produce orgullo y emoción. La geometría de la tortuga se aprende porque es sintónica. Y es una ayuda para aprender otras cosas porque fomenta el uso consciente y deliberado de estrategias de resolución de problemas y matemáticas.
 
Ahora vamos a la historia de un profesor
Ahora, vamos a bosquejar la historia contada por Antonella, una experimentada maestra de primaria que quería explotar el concepto de aprendizaje sintónico de Papert con sus hijos.
Antes de ir a la computadora para dibujar un cuadrado, yo"usaba" su cuerpo: Les pedí que caminaran y describieran un cuadrado, tratando de imaginar instrucciones precisas: paso y vuelta, paso y vuelta... al punto de partida.
Aún no somos precisos, volvamos a intentarlo.
Le di a cada niño una muñeca pequeña y le pedí que caminara sobre el borde de un azulejo, al mismo tiempo que le presenté los nombres de los comandos, Adelante un paso y así sucesivamente.
[image: C:\Users\zamor\AppData\Local\Microsoft\Windows\INetCache\Content.MSO\551C1516.tmp] 
Buscando algo redondo en el suelo
[image: C:\Users\zamor\AppData\Local\Microsoft\Windows\INetCache\Content.MSO\DE073994.tmp] 
Intenta dibujar un círculo....
[image: C:\Users\zamor\AppData\Local\Microsoft\Windows\INetCache\Content.MSO\FEF98C2.tmp] 
Reflejando....
[image: C:\Users\zamor\AppData\Local\Microsoft\Windows\INetCache\Content.MSO\789AF620.tmp] 
¿Qué tortuga manda...?
Discutiendo en la computadora:
...
"Necesitas cambiar los números"
"Tenemos que ir en la curva"
"Debemos continuar para hacer lo correcto"
"Si siempre vamos bien, tenemos un pequeño punto"
...
Luego la perspicacia:
"¡Debemos avanzar 1 a la derecha 1!
"Intentémoslo", te sugiero.
"Tiene que repetirse muchas veces...."
 
Del aprendizaje corporal al conocimiento formal
Es fascinante cómo estas primeras experiencias pueden llevarnos a reflexionar sobre el concepto de círculo sin tener todavía un conocimiento formal del mismo.
Sin embargo, al hacerlo, estamos trabajando sobre un concepto mucho más avanzado que todo lo que los niños verán antes de la madurez, a saber, el concepto de cálculo diferencial.
Luego, tan pronto como tomen posesión de la noción formal de circunferencia, será posible volver al Logo y reanudar la discusión a través de la forma sintética de producir un círculo, por medio de la instrucción CIRCULO D, donde D representa el diámetro del círculo, reflexionando sobre la definición como lugar de puntos equidistantes de un punto dado.
 
Desde el suelo bajo hasta el techo alto
Vamos a pedirle ayuda a Papert, otra vez....
El niño en la experiencia del círculo de tortugas no estaba aprendiendo sobre el formalismo del cálculo, por ejemplo que el derivado de [image: x^n] es [image: nx^{n-1}], sino sobre su uso y su significado. De hecho, el programa Círculo de Tortugas conduce a un formalismo alternativo para lo que tradicionalmente se llama una "ecuación diferencial" y es un poderoso portador de las ideas que hay detrás del diferencial. Por eso es posible entender tantos temas a través de la Tortuga; el programa Tortuga es un análogo intuitivo de la ecuación diferencial, un concepto que se encuentra en casi todos los ejemplos de matemáticas aplicadas tradicionalmente.
El cálculo diferencial deriva gran parte de su poder de la capacidad de describir el crecimiento por lo que está sucediendo en la punta de crecimiento. Esto es lo que lo convirtió en un buen instrumento para los intentos de Newton de entender el movimiento de los planetas. A medida que se traza la órbita, son las condiciones locales en el lugar donde el planeta se encuentra ahora las que determinan a dónde irá después. En nuestras instrucciones a la Tortuga, Adelante 1, Derecha 1, nos referimos solamente a la diferencia entre dónde está la Tortuga ahora y dónde estará momentáneamente. Esto es lo que hace que las instrucciones sean diferentes.
 
Comparación con las geometrías de Euclides y Descarte
No hay referencia en ellos a ninguna parte distante del espacio fuera del camino mismo. La Tortuga ve el círculo a medida que avanza, desde dentro, por así decirlo, y está ciega ante cualquier cosa que esté lejos de él. Esta propiedad es tan importante que los matemáticos tienen un nombre especial para ella: La geometría de la tortuga es "intrínseca". El espíritu de la geometría diferencial intrínseca se observa observando varias maneras de pensar en la curva, por ejemplo, el círculo.
 
Para Euclides, la característica definitoria de un círculo es la distancia constante entre los puntos del círculo y el punto, el centro, que no forma parte del círculo. En la geometría de Descarte, más probable que la de Euclides que la de la Tortuga, los puntos se sitúan a la distancia de algo fuera de ellos, es decir, de los ejes de coordenadas perpendiculares. Las líneas y curvas se definen mediante ecuaciones que conectan estas coordenadas. Así, por ejemplo, un círculo se describe como
 
[image: https://latex.federica.eu/mathtex.cgi?(x-a)%5e2+(y-b)%5e2=R%5e2]
Una geometría diferencial
En la geometría de la Tortuga un círculo se define por el hecho de que la Tortuga sigue repitiendo el acto: Adelante un poco, gire a la DERECHA un poco. Esta repetición significa que la curva que dibuja tendrá una curvatura constante, donde la curvatura significa cuánto gira para un movimiento de avance dado.
La geometría de la tortuga pertenece a una familia de geometrías con propiedades que no se encuentran en el sistema euclidiano o cartesiano. Estas son las geometrías diferenciales que se han desarrollado desde Newton y que han hecho posible gran parte de la física moderna. Hemos notado que la ecuación diferencial es el formalismo a través del cual la física ha sido capaz de describir el movimiento de una partícula o de un planeta.
[...]
La geometría de la tortuga tiene vínculos tanto con la experiencia de un niño como con los logros más poderosos de la física. Porque las leyes del movimiento del niño, aunque de forma menos precisa, comparten la estructura matemática de la ecuación diferencial con las leyes del movimiento de los planetas que giran alrededor del sol y con las de las polillas que giran alrededor de una llama de vela. Y la Tortuga es nada más y nada menos que una reconstrucción en forma computacional intuitiva del núcleo cualitativo de esta estructura matemática.
 
Lenguaje de programación versus notación algebraica para la física
Las siguientes consideraciones han sido inspiradas por la lectura del artículo en profundidad de Bruce Sherin: A comparison of programming languages and algebraic notation as expressive languages, International Journal of Computers for Mathematical Learning 6: 1-61, 2001. De lo abstracto:
El propósito del presente trabajo es considerar algunas de las implicaciones de reemplazar, a los efectos de la instrucción en física, la notación algebraica por un lenguaje de programación. Lo novedoso es que, más que en trabajos anteriores, me tomo en serio la posibilidad de que un lenguaje de programación pueda funcionar como el principal sistema de representación para la enseñanza de la física. Esto significa tratar la programación como si tuviera potencialmente un estado similar y realizar una función similar a la notación algebraica en el aprendizaje de la física. 
[...]
Una conclusión de este trabajo es que la física algebraica puede ser caracterizada como una física de equilibrio y equilibrio, y la física de programación como una física de procesos y causalidad. De manera más general, este trabajo proporciona una base teórica y empírica para comprender cómo el uso de determinados sistemas de símbolos afecta la conceptualización de los estudiantes.
 
Cuerpo en caída libre - notación algebraica
Comparemos el concepto de Bruce de una física de equilibrio y equilibrio (notación algebraica) versus una física de procesos y causalidad (enfoque de programación). Con la notación algebraica clásica, la descripción de la física básica comienza con el segundo principio de dinámica, [image: \mathbf{F}= m\mathbf{a}], que para un cuerpo en caída libre junto a la superficie de la tierra es [image: \mathbf{F}= m\mathbf{g}], donde [image: \mathbf{g}] es la constante de aceleración de la gravedad dirigida hacia el suelo. El módulo [image: \mathbf{g}] es de 9,8 m/s2. Esta es una ecuación diferencial que dice que, en cada punto de la trayectoria de caída, la aceleración es constante y es igual a g. Integrándola dos veces con respecto al tiempo, obtenemos:
[image: https://latex.federica.eu/mathtex.cgi?y=y_0+v_0t+\frac%7b1%7d%7b2%7dgt%5e2]
donde [image: y] es la posición a lo largo de la vertical, [image: y_0] es la posición inicial del cuerpo, [image: v_0] es su velocidad inicial y [image: t] es el tiempo. Esta es la solución del problema, ya que esta ecuación te dice dónde estará el cuerpo en cualquier momento. El punto desarrollado por Sherin es que los estudiantes tienen dificultades para captar la dinamicidad del fenómeno leyendo estas ecuaciones, tales como [image: \mathbf{F}= m\mathbf{a}] o [image: y=y_0+v_0t+\frac{1}{2}gt^2] La información está ahí, por supuesto, pero la capacidad de extraer toda la información que contienen no es trivial y requiere tiempo.
 
Cuerpo en caída libre - lenguaje de programación
El del lenguaje de programación es básicamente un enfoque de simulación: tienes que averiguar qué está pasando con cada variable en cualquier momento. Primero hay que saber dónde se encuentra el cuerpo al principio del proceso y cuál es su velocidad en ese punto, o si está quieto. Entonces, la pregunta es: dado el valor de aceleración, ¿cuál será el valor de la velocidad después de un pequeño intervalo de tiempo? ¿Y cuál es su nueva posición, después del mismo intervalo de tiempo? Como señaló Papert, aquí estamos en el centro del cálculo diferencial, ya que nos centramos en los pequeños cambios en los parámetros del sistema (posición y velocidad) después de un pequeño intervalo de tiempo, dadas las fuerzas (gravedad) que actúan sobre el cuerpo.
YPOS = 0.0 ; posición inicialVEL
 = 0.0 ; velocidad inicialACC
 = 9.8 ; aceleración constanteDVEL
 = ACC ; incremento de la velocidad de ov en un intervalo de tiempo

REPEAT 10 [ ; bucle en intervalos de tiempo sucesivosVEL
 = VEL + DVEL ; velocidad de actualización para el siguiente pasoYPOS
 = YPOS + VEL; ;
 otras instrucciones: mostrar posición y así sucesivamente..... 
]
Estas son sólo las instrucciones principales, ver el código completo y el resultado en la siguiente diapositiva. Otras variaciones en diapositivas sucesivas. Los códigos para ser ejecutados en un archivo ODT pueden ser descargados aquí.
 
Caída libre del cuerpo - lenguaje de programación - resultado
[image: C:\Users\zamor\AppData\Local\Microsoft\Windows\INetCache\Content.MSO\31077BD0.tmp]Cuerpo en caída libre con aceleración constante y componente de velocidad horizontal
 
[image: C:\Users\zamor\AppData\Local\Microsoft\Windows\INetCache\Content.MSO\D408E25E.tmp]Cuerpo en caída libre con aceleración constante y resistencia al aire
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Cuerpo colgando de una cuerda - oscilaciones con el tiempo
[image: C:\Users\zamor\AppData\Local\Microsoft\Windows\INetCache\Content.MSO\3053D68A.tmp] 
Un cuerpo celeste que cae sobre la tierra desde el espacio
[image: C:\Users\zamor\AppData\Local\Microsoft\Windows\INetCache\Content.MSO\5CBB9F28.tmp] 
Recapitulando por un tiempo y preparándose para ir al espacio....
Mostramos una progresión en la que los ejercicios han sido progresivamente complicados alrededor del cuerpo en caída libre, incluyendo diferentes efectos secundarios o un contexto cambiante. Podrían utilizarse en una actividad de la escuela secundaria, permitiendo que los estudiantes desarrollen la programación de la manera más autónoma posible. Podrían trabajar en grupos pequeños, por ejemplo, enfrentándose por sí mismos a problemas como: ¿debemos aumentar primero la posición o la velocidad? De esta manera, los estudiantes pueden
1. se centran en el papel crucial del concepto de condiciones iniciales.
2. tener una percepción más clara de la naturaleza dinámica del fenómeno
3. ser inducidos a centrarse en los valores numéricos efectivos y sus respectivas unidades de medida de los parámetros pertinentes
Invitamos al lector interesado a descargar los ejemplos prácticos, intentando experimentar y desarrollarlos. Pueden descargarse como un único archivo sip: logo-odt-files.zip

en el último ejemplo dejamos caer la suposición de la aceleración constante que pone el cuerpo lejos en el espacio. Ahora vamos a intentar introducir una componente de velocidad horizontal inicial....
 
Después de todo, los planetas giran...
La adición de una componente inicial de velocidad horizontal en el último ejercicio nos permite la simulación de órbitas de cuerpos. Por lo tanto, esbocemos el problema en el contexto de la gravedad de Newton, primero en notación algebraica y, por supuesto, limitándonos al problema bidimensional.

En lo que respecta al enfoque algebraico, aquí sólo planteamos el problema. La solución analítica de las ecuaciones diferenciales es un problema de nivel de educación superior. Sin embargo, el enfoque algebraico sirve como punto de partida para la solución numérica programada.
Para resolver el problema tenemos que partir del segundo principio de la dinámica[image: \mathbf{F}=m\mathbf{a}], donde la fuerza es dada por la ley de Newton[image: \mathbf{F}=-\frac{GMm}{r^2}\frac{\mathbf{r}}{r}], [image: G]es la constante gravitacional, [image: M]es la masa del más grande de los dos cuerpos, [image: m]el más pequeño, [image: r]es la distancia entre las dos masas, entre los baricentros de los dos cuerpos para ser precisos. Los símbolos en negrita son vectores, los otros son escalares. 
Primero tenemos que derivar la aceleración [image: a] , y luego hay que resolver la ecuación diferencial [image: https://latex.federica.eu/mathtex.cgi?\frac%7bd%7d%7bdt%7d\frac%7bd\mathbf%7br%7d%7d%7bdt%7d=-\frac%7bGM%7d%7br%5e2%7d\frac%7b\mathbf%7br%7d%7d%7br%7d]. Por supuesto, esto va más allá de nuestros objetivos. Sin embargo, vamos a utilizar esta relación como base para el enfoque numérico.
 
Preparación de la solución numérica
Como hemos visto en los ejercicios anteriores, lo que siempre necesitamos es el valor de la aceleración en cada punto del camino. Las pocas líneas de código a las que nos vamos a referir están extraídas del archivo Halley-RK-4-AU-90-en.odt que se encuentra en la colección descargable del archivo logo-odt-files.zip. También encontrará allí una explicación de las variables. Las expresiones de aceleración anteriores se traducen en código de la siguiente manera
XACC = GG/R2 ∗ DX/RYACC
 = GG/R2 ∗ DY/R
Estos valores de aceleración se utilizan para obtener incrementos de velocidad
XVEL = XVEL + XACC ∗ DtYVEL
 = YVEL + YACC ∗ Dt
y a partir de éstos los respectivos incrementos de posición
XPOS = XPOS + XVEL ∗ DtYPOS
 = YPOS + YVEL ∗ Dt
 
El mismo contexto de cálculo diferencial del círculo de los niños anteriores
La esencia del código reportada en Halley-RK-4-AU-90-es.odt es simple:
· empezar a formar un punto dado con una velocidad dada, luego
· repita hasta que la órbita se cierre:
· evaluar la aceleración en el punto actual
· a partir de esto, evalúe los siguientes incrementos de velocidad y posición
· pasar a la siguiente posición
La descripción respectiva del círculo de niños, REPEAT 360 [ adelante 1 a la derecha 1 ], es la siguiente
· partir de un punto dado
· Repita hasta que la órbita se cierre.
· desplazarse al siguiente punto con la tecla ARRIBA 1 DERECHA 1
Incluso si la evaluación de la siguiente posición es algo compleja en el contexto de la gravedad de Newton, mientras que es trivial en el caso del círculo de los niños, el punto importante que comparten es que en ambos casos el proceso es local. Esa es la característica básica del cálculo diferencial. Y ese es un ejemplo de una poderosa idea matemática incrustada en las primeras actividades del Logo.
 
Condiciones iniciales
La última diapositiva fue la más importante de esta sección, sin embargo necesitamos especificar otro elemento importante del código de órbita de Halley, el de las condiciones iniciales.
Determinar las condiciones iniciales es un aspecto crucial de cualquier problema físico. El marco matemático típico de los fenómenos físicos es el de las ecuaciones diferenciales y éstas, para ser resueltas, necesitan establecer cuáles son las condiciones iniciales.
En nuestro caso, las condiciones iniciales se pueden establecer utilizando la ley Kepler II y las propiedades de elipsis. La ecuación relevante aquí es
[image: https://latex.federica.eu/mathtex.cgi?v=\sqrt%7b\frac%7bGM%7d%7br_a%7d(1-\epsilon)%7d]
donde [image: v] es la velocidad inicial, [image: G] es la constante de gravitación, [image: M] la masa solar, [image: r_a] es el aphelion y [image: \epsilon] la excentricidad de la órbita. para obtener la órbita de Halley se han utilizado los [image: r_a] y [image: \epsilon] valores encontrados en los datos astronómicos.
 
Orbita para varios valores de excentricidad - 0.967 es el valor del cometa Halley
[image: C:\Users\zamor\AppData\Local\Microsoft\Windows\INetCache\Content.MSO\749E0AA6.tmp] 
 
Recapitulación
La duración de esta lección fue realmente desafiante. Empezamos con un juego de niños y terminamos con un ejercicio probablemente adecuado para un curso de física en la universidad.
 
Los objetivos eran mostrar el potencial de un (aparentemente) simple software libre para la programación educativa y, al mismo tiempo, dar un ejemplo real y fuerte de cómo las ideas matemáticas fundamentales pueden ser ofrecidas muy pronto por medio de un uso inteligente del lenguaje de programación Logo.
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 Free-falling body with constant acceleration of gravity
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; Free-fall of body with constant acceleration of Ea and
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+ Body hanging from a spring - oscillations with time
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} Free-fall of body from space.

CLEARSCREEN
HOME.

FILLCOLOR “BLUE”
CRCLET0
FILLCOLOR “LIME"

AARARRARH...

POSITION [xP0S,vPOS |
FORWARD (VEL)
)
FILLCOLOR “RED"
CRCLE 10
HEADING 0
FORWARD
LABEL~ AAAAAAAAH..I




image22.gif




image23.gif




image24.gif




image25.gif




image26.gif




image27.gif




image28.gif
ddar  GMTr
Tt 2 o





image29.gif
GM
“Ma-
T




image30.gif




image31.gif




image32.gif




image33.png




image1.jpg
QuaMMELOT

| e QUAMMEL@T .2y —- VIFIN B , Q ¢ ”‘t





image2.png




image3.png




image4.png




image5.png




